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RESUME SUMMARY

La formulation ovum mooale eat ui Pds essential pour The formulation of a mooel is ant essential step in

a& compr-honslion a'un phinornre explrimental. Dans the experimental process of unaerstanaing a pheno-

ce travail, une nouvellt classe o processus a& Pois- menon. In this paper a new class of filtrea Poisson
.

so-, fillr4s eat introculte lIamplituoe alatoire suit processes Is I'trooucea : the amplituas has a law

une Ioi sph'riquernt invariante at I@ filtre *t rdol, which Is spherically Invariant ana the filter is real,

lindaire, causal & minimum as phase. Avec Ces hypo- linear ana causal. It is shown how such a mooel can

thses, I* moole peut 1tre lasntifl6 & partir cos rd- be Icentifioc from experimental oata.

sultats expirimentaux.
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IDENTIFICATION WUNE CLASSE DE PROCESSUS DE POISSON FILTRES

Introauct ion Le param~tre X~ ce Ia lol as Poisson ainsi que let

Le moa&Ie introcuit cans ce travail est un outil uti- 2 e parambtres 6 k et a kmont loentifi~s cans ta oet'-

lo pour o6crire par example Ie bruit acoustique marin, n~eprl.0 tls o onnsEZt

to bruit a'appareillages dlectronlques, certain,. par- p - 1,2,.. ..,2 e o processus 7, stetlonnaire au sens

ties a'6lectroenc4phalogrammes. strict.

Lin ph4nombne Initial, eonsiadr6 coming poissonmien Ce travailI a dtd subventlornd par asux contrats

cans Is temps, a une amplituoc aldatolre C oe loi N 00014-75 -C- 0491 et NO00014--K -0373.1Les

sph~riquement invariants. Ce ph~nom~ne est observd admonstratons compl~tes font parties a'un article

au moyen a'un filtre lln~aire causal as r~ponse impul- avec Gualtierotti Antaiio, article A parartre en anglais

sionnelle G. Ainsi 'tobservation proe Ia forme je tie ns A remercier Monsieur C. R Baker, profes-

7(w, I) -.E C W G (t- 'r,) -<tI< + inour A l'Univermitd as Chapel Hill en Caroline au NorO
J-- J

otei F. eat Iflnstant as lldvdnement o.a processus as pour ses nombreuses suggestions.

* Poisson.

Los Ilai sph~riquement invariantes, melanges at I - Caractdrisation et examp~les as variables al~atoires

lois gausslennes centrdem, mont amsez g9"rales et as Ilasph6ricauement invariantes.

ont 6t6f mouvent utilis~es pour oes aescriptions as On *melimite ict au cas o~i 'e*space vectoriel engenor46

bruits marins. par um processus sph~riquement Invariant est as aimo',

La caract~rization as tellesmIlai, emt foumnie cans sion Infinie ; en cc Cam (cf [4] p21), loo points extr6-

to jI A l'aias alun th~orbme as repr~sentation co Bor maux os 'fensemble as telles Ilasmont gaussiens, as

s tein Q 51 p 292). oesit4 2

-Dams uno seconoo partle, I& 101 tomporelle moi pro- 0I-I) f (X) - 2 oc)ax &cat as mesu-oF2W
cessus observ4 Z est adterminde per Is fonction re as Lebemguo . Do fagom naturolle on so restraint A

caract~rimtique. A partir as collc-cl on montra clans Ia clause as lois aphdriquermnt invariantes, odtinle

Ia 3&me partle que lea moments a'orare impair $ont I 'alas a'iune probabi 114 s ur Ot mu moyen as as

nulm et on calcule I** moments Glorore asux at quatre. fonction caract~rimtique V u E R

A 'ciaso as cc. moments, It oat possible om calculer 2 2

Ia rdponme impulsionnelle G0-. filtre lindairt, causal ( 1-2) cplu) f * a 2  "a

A phase minimal, On pout appeler coinIlai, Ila sphtriquement invaria,-

La loi b& o~crivent Io variable aph4niquement inva- tea asymptotiques. Ainsi pV(o) -uUt) I ; Si I os,

*riante C, *ml approchde par une combinaison convexe suppose que C variable aldatoir* rdelle as tonc-
a

co Dirac 61 E "k a~ tIOn carectdrimtique q) est as carr4 Int4grable alors
k-1 kc

E (C) 0 0 at
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IDENTIFICATION OIUNE CLASSE DE PROCESSUS DIE POISSON FILTMS

2 2 2 T~rm -(1-3) E(C ) I C It a a We) <T~rm -

Pronons pour probabi litd P& une combinaison LUne loi as probabilit6 P eat sphdriquoment inva-

convexe as e mesures as 0ir ac ern a1 I 2 ,a.. ER riante (asymptotiquie) sur (R,. Il s!t seutement s;

soit 10) P oat symdtrique.

IA + + +, L . oCI 20) q) ot ina~finiment a~rivableosur Ft (

2
U.kt O t I'l.+ 2 +* + 4e 3) SLa fonction * adt'inie par * (u ) -. (v )v~rifie

Ainsi Ia loi sphdriquement invariante associde oat (-)' a v a * NVv o
n

* . o~"fini& par Ia fonction caract4ristique .,vifeuoa l sSusi srsa i

* .. bertd, oat sphdriqueniont invariants, asymptotique.

22 2 2 Io n oat as m~mo pour Ia loi Oxponentiolle, as Oesitei

2 2 O~x) - x~ iI avec XE R0I)t~) 2 X2 + x2

Par Is changement as variable a-1CI oa n X ce+u~- 2

suppose Ainsi les contbinaisons convexos as coslstds gaus-

(14)- slonnes c~ntr6ss comoulsont A ass asnsit~s pr 6 sentant

2 2 2uIC I a Ev~ntueilemont um point anguleux on x - a.

a ~La clae ass )of* sph4riquement invariantes asym,-

totiques parsit assez vast* pour- odcrir* loe vanea-

Los lois sphdriquement invariantes asymptotiques bWas aI~atoires sym4triques sur R , colles provenant

as bruit as fona.ont un. structure psrtIcul~fement simple quo nous

allons pr~CisOl maintenant. Rappe Ions Is thdorbme Etuclons maintenant I 16volution au cours z-* temps,

as Bernstein Wc £5) p 292) prdclsons I& moalitation ou processus.

11 exists ume mesuro positive v sur RP toll* qua

VW> 0 1 - Fanction caractdristiou* a'sum DroctoUus do Pais-

(v) + 0 a v b) s i t s ulement I of t l tr ) * I sat 1 aoi e lmp o
*aot &velours rdelles, # oat 5 Qo,- [) et Sl r I~Z 1 lsisat laorsai~po

V n re I- Irf > 0 cessus as poi sson. Ainei pour tout Interval Is [a, b] oe
n

R , Is nombre aldatolre N a'6vdnoments sur ab

On alt que set coinplqdtement monotone.vriopurttn N

0 En Otfectuant Is changement as variables (I-I X N-ne-(b-a) o~h (ba
2 (1-1 P N-09MI

2 iei su + n bin oat Is param~tre Ou processus as Poisson.

L'6vdnement en T proacalt, sur un capteur, A I ins-

tant t, un offet proportionnel it I& tonetion continue



IDENTIFICATION o'UNE CLASSE DE PROCESSUS DE POISSON FILTRES

G(t, 'I. En supposant as stationnaritd G~t,ri) -G(t -r) V m E IN y I t2'...' IE II

V 2' m

On suppose ceplus qua (11-6) q) (u)- E(exp I <u, Z >

(11-2) J'tG(sd)a J~ -r 2 - ~. as a &.La)

L'effet CIDs ivdnsment en r , sut. Is capteur, *st +

aodnergle finieatan a normalisd G. tI-exp - 1:u G(I +S5)))*
2 k k

*L'6netrgie capt6O est aIdatolre at Is moable consi- oCj < u, 7> uI Z(t I) + u 2Z (t 2 . u Z (t

abre un coefficient C aidatoire cont Ia lol *at rem - Lvextension as csm rdouitats au ca. vectorial ne

treinte A Stre 5a)hiriquoment invariants. ainei I'cffet pose aucun probibme th6orique Ilobservation peut

gur Is capteur vaut C G(t- T) avec G fonction car.- Sire veciorlelle et provenir as q capteurs. E.-n cc

toine at C coefficient aidatoire. cao, Ia fonci Ion G *at vectoriolls A q-composanteg.

Finalement on suppose Ia lindarit6 ass effets cps

aivers 46vdnements gut. Is capiour ct 1'observatlon Z III- Caicul as moments as Z

atilcrit Y I ER La aorne as Ia fonction caract~ristique 41

7(t.W) E CW G t-T(W)permet I a calcul ass aivers momsents sous r6sstve

Los ampliluass aldatoires (C ., j E Z) sont lnodpen- alexistence as caux-ci. Dtailleurs c diant une fonc-

2aaentes aux h aeux at lnadponaantes ou processus as lion ds u , leg moments oforare Impair, soni nuis.

Poisson ( Tr j E W). On mantra assez foci lement que Lexpression as Ia seconas foncton caractdristique

$I est particuiibrement simple

E( CI) < aelgi [ G1(s) as < a lors Z(t) *at (ill-I) *(u) lo Ieg(u) x as CU4s)

Intigrable ct

2 2s)
02

Co sont plut8t aWs propridids &nergdtlques qul 0o:1 lIon a posE

sont Intiressantss a: en raison as Ia moallisittion (111-2)cij,G > (a) u I1 G(t +S) +...+ u G~t +a).

as I'observaiion Z . 1le*t possible as adfinir entlbro- Lee adveloppeamentg am g6rie as Ia fonction cp on

mciii I& 101 tomporelle au processug (Zt) I t ER). fonction ass moments puls as I'exponontielle can$ Ia

KnonSons to rdsuttat fonaamental. seconas fonction caractdristique conauisen:, en dga-

Thi~orbme [l-I 1n 14log0 puissance* as u 2 a as u u2 &:

Si Z oat Is processus as Polsson filtrE V I ER Proposition itt-1

(11 -3) Z(i)- T C~ G(t-r) si (111-3) E(7(t) 2) - x a *2 GUNs) J G(s)2 as V1 I

r (s In 4 2~R Gi)(

- 2 05~ S 1(Ill-A) E(7(l t 2 X.- , 2)~~sc

(l-) a a w (a) < asl1 2 ors tC

. .. Vtt I 2 ER



IDENTIFICATION COUNE CLASSEDE PROCESSUS DE POISSON FILTRES

On rappelle que l'oan a pose G(S)2 os-i et qua OV-2) - G(S) G(s+- ) as.
JR r(o) JR

G(s) - Gfs)t(s) .On voit que pour tout yt 1  2 Is La transform~o as Fourier va nous Conner

formula (4) oonne (3). um~ moyen os calculer G sous rdserve a'hypoth~ss

En etfectuant lee o~veloppements limitoks jusqulh compldvnentaires.

4 2 2* lorare 4, nous dcrivorns 116galit6 as u1 e t as u I u2  Proposition IV-i

Proposition 111-2 SoitI g(t) - (G) (f) Is G (s) as. Alors

E(7(t) 4) 3 X r a 4CI.(a) as G 4 s) + (Ky-3)

r(,r) -r(o) a- I g(t) I2 2!.

3 X21, a 2 cu(a)$ r s G 2 (s)] 2 Ainsi aans Ie langage 065 automaticiens, le filtre
R+ R

causal as r~ponse impulsionnelle G , est as gain 19

E(Z(tI) 2 (t 2) 2- connu : 11 suffit a'eftsctuer Is transform~e as Fourier

inverse sur r . La coinde au gain jgi me Olftermine

a+4o"4a) ras G2(t + s) G0 (t2+s) + cepencant pas Is rdponse impulsionnelle G.

+ X [ j,+ a 2 l,.a) J asO G2s) 1 + Un filtre causal G est A phase minimale si I/g est

6galement la r~ponse froquentlelle alumw tiltre causal.

+ 2 X 2 a a2 aw(a) as G~t +s) 2~ + En ce caseI gain o4:adermine le filtre causal A

phase minimal. (ct [3 p 36)
IV . lasntiticatio,, as Ia fonction as Green G Pour g r~ponse trofquentielle alum filtre causal

La covariance r e Z(t), est stationnalre at vaut phase minimal. une extension analytique cans RN est

T E R: possible et on odtinit Y b >oa

(lV- i) r(T) E E(Z(t)2'(t- r) G b M(t - L +e f g(t+ ib) atf.

Or cette fonetion G0 st exprime uniqusment en tone-

2J~ R~50 (a R~)~iV tion au gamIn g I par I'expression
Ainsi X~ a o 4A (a) est ua, facteur ae normalisat ion obi(l 0 b(1

X~ eat Is paramntre as Is 101 05 Poisson et oCj I I +', .-Ixp r Y (+i IloLgy I

j~ a 2 a.(a) eat Is moment O'orore 2 as llaniplltuae 2N .1 y- (f+ ib) 'y 2+i

al~aloir* C, sph~riquement invariante. Comome lonm Pour b assez petit, nous avons ainsi une approxi-

a11pool G(s) 1s2Ias on a mation G0 as G ,rolponse impulsionnelle alun tiltre

N)-w a (a). lindaire, causal A phase minimale, en etfet G0 conver-

La taonction G &icentitler v4rifio aonc li'galit6 ge ans L 2(1111 , at) Vert G Iorsque b teno vers 0.
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V- Ioentification 00 X at ae 1

La fonction G3 ast supposole conmue, *Ile a 6t ice,,- (V-A) P 2k(-a) - P 2k(a)

tifli. as le paragraphe antodrieur at ainsf, pour tout (V-~5) P (-a) - - P (a)
2k+ I 2k+ I

p E 14 , on connart Ia valeur num~rique 0. G(s) 2pas Oisposant 065 sculea constantes Col o " 2e

Do plus le odveloppement as on cherche une approximation P 05 Ia forme

9(u) -log z)(u) -(V-6) Sc + 14~02 +~~

combinaison convexe A a termes , ae Dirac, situ~s

-2pLI p2
u 0 (a G (a) as an oi, as... I a ac R

On suppose Ici, que I'amplituoe al 4 atoire C a pour

conouit A poser 101; le mdl ange ce e loit gaussiennes centr6es, est

(V- 1) X I a 2a 14(a) a p - ,2,... , 2 e cnc sph6riquement Invariante as fonction caractdris-

Liestimation oes moments E(7(t) 2p) pour tique u 202U2a2
SU C 2 2

p -12,... , 2e fournit le advoloppement os cp et E (a + ... + e

Ae
ensuite as * jusqu'au terme en u .Los 2e+1 Inconnues I.,l . .. Wet etx V6-

Dans ce paragraphe , ii slagit coonc alapprocher Ia rifiont lea 2.,-?1 4quations o6cuites ass 6galit~s (V- 1)

-,probabilit6 tA 6taboke sur R+ ainsi quo 1s parambtre X~ et (V-6)

ae Ia loi as Poisson It partir ass 6gal itolu (V- 1) 1 + A2 + ... + Pei-

Si le paramittre X~ as ta loi as Poisson o4tait connu, a 02 + P +~ W a 02. 0

1o problitme so ramitnerait A une situation classique: (V-7) "

lntrocuisons Ia probabilitd symotrique sur (R x [4 a I2 + JA2C 2 .e + IJA'Y~ 2j1=

et aont Ia restriction p/ R+ (R, ~ soit prolclsol- L'14tuas a& ce syst~me non lin~aire conOuit aux

mcnt pi . Do cotta fa4;on, lea moments as sont r~sultats suivants:

connus: X~ est solution as l'4~quatlon lin6aire

(V-2) low a 2 a (a) n 2 k a ()- a0 r . + .

1 2 .. 0+1
a a .(a)' ..0. . .(V-3) in ak+ a, lA 0.- ...........-

L'iauentification alune probabi Ilid~ pa r ce se 00+ of Me of 020

moments est un probl~me rdsolu (cf [1] ) et nous Catt:. formule eat originale.

particularisons la$ r~sultats g6ndraux au cas aiim. Maintenant quo X. eat Connu, on applique les r6sul-

probabilitol sym~triaue sur (111 l i) ots classi ques cou probi~me ass moments.

2L Porthonormal 4at ion aso Gram-Schmiat 0s Is suite Le pol ynorne P 2e'as oegrol e en u *apour ziros

2(I, a, a ,.. conouit aux polyn8mos orthoganaux cons R ptci a6?ne-t a I~ a2

(P 0 (a) P1 (aI P2 (a), .. . )vdrifiwnt

p .O



IDENTIFICATION O'U"'E CLASSE DE PROCESSUS DE POISSON FILTRES

Avec X att connus, le syst~me (V-7) est lindaire [52 P.A. MEYER, Probabilitds et Potentiel,

on6 avec reooncance oes 4quations. On ls rdsoua Hermann, 1966

ou bien llon utilise los 6galitds (cf £11 p 22. [63B.PICNBONOSpherically invariant ano compouna

1 1A k - 12 gaussian stochastic processes, lEE transactions
2 k 2 e-I

~ (k 2 ~ on Information Theory, vol1, T. 6, 1970, p.??7-79.

J -o £7] G. RUCKEBUS-, Sur le problbme ae la Syn-

En conclusion , Ia moodlisation introcuite cans ce th~se oes Filtres, ColloqueCF'RS, Aussois 2 1-25

travail, sous rdserve c"hypothimes assez naturelles, sept. 1991, Vol 2, p. Al-1, A 1.21, INRIA, BP1CS

permet ce odfinir enti~rement la loi temporelle alum 5,L heny rne

processus observation Z (vectorielle ou non). Les

transformations non lindaires sur 7 peuvent aonc

ftre #tuaides. Nous sortons ou caaredeprocessus

ou seccona orare et ass scubas oenz't 6s spectrales

as puissance. Llhypothbse gaussienne pout Gtre

abancoinde.

Le moo~lc antdricur permet O'ajustel' toute cova-

riance

IC)-E(Z(t) Z (t- T) ) T E R 0t tout Mmen~it

E( ( 1)2 ) p - ,2,..., 2e , lea moments Impairs

2k+1
E(Z(t) ) k E I,. dtant supposds nut*.
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